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Представлена модель гранулы катализатора с точечными активными центрами, на которых 
происходит экзотермическая реакция синтеза. Скорость химической реакции зависит от 
температуры по закону Аррениуса. С поверхности сферической гранулы катализатора тепло 
синтеза отводится за счет теплоотдачи в окружающую среду. На основе идеи 
самосогласованного поля построена замкнутая система уравнений для расчета температур 
активных центров. Найдено распределение температуры внутри гранулы для одного 
локального центра и локальных центров, расположенных на одном диаметре гранулы. 
Стационарные температуры рассчитываются методом установления на основе решения 
системы обыкновенных дифференциальных уравнений. Установлено существование 
критической температуры окружающей среды, превышение которой приводит к 
существенному перегреву локальных центров реакции по сравнению с температурой внутри 
реактора. Распределение температуры с локальными центрами реакции качественно отличается 
от температуры гранулы, рассчитанной в гомогенном приближении. Представлены результаты 
расчетов. 
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полиномы Лежандра, тепловой эффект реакций синтеза, синтез-газ, пористая гранула 
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Введение 
Гетерогенные химические реакции широко используются в энергетике и химической 
промышленности. Это, например, сжигание угля на ТЭС, газификация угля, сланцев и бы-
товых отходов, очистка газов от окислов серы в абсорберах, каталитические реакторы 
синтеза. В этих процессах гетерогенные реакции протекают внутри пористых гранул. 
Можно выделить два типа химически активной внутренней пористой поверхности. В пер-
вом типе абсорбция активных компонентов из газовой фазы происходит в любой точке 
пористого объема гранулы, например, горение кокса, газификация угля, абсорбция оки-
слов серы. В этом случае для описания реакций в объеме гранул можно использовать го-
Математика и Математическое моделирование. МГТУ им. Н.Э. Баумана 14 
могенное приближение. Для гомогенных реакций разработан большой спектр моделей: 
сжимающееся ядро, модели, учитывающие динамику изменения структуры пор, перколя-
ционные и фрактальные модели [1–8].  
Ко второму типу с дискретным расположением активных центров реакции, как пра-
вило, относятся гранулы катализаторов. В данной работе рассматривается катализатор 
синтеза искусственной нефти по технологии Фишера – Тропша, находящийся в реакторе с 
неподвижным слоем.  
Синтез Фишера – Тропша является перспективным способом утилизации нефтяного 
газа на месторождениях нефти, переработки продуктов газификации угля и органических 
отходов [9]. Промышленный реактор синтеза собирается из реакторных трубок, внутри 
которых расположены миллиметровые гранулы катализатора. Через неподвижный слой 
частиц прокачивается синтез-газ, состоящий из смеси водорода и оксида углерода. В ре-
зультате синтеза внутри реакторной трубки образуются газообразные и жидкие продукты. 
Синтез тяжелых углеводородов сопровождается выделением существенного количества 
тепла. Состав продуктов синтеза и безопасность работы реактора определяется процесса-
ми тепло и массопереноса внутри гранулы катализатора. Реакции синтеза проходят на 
микрочастицах кобальта или солей кобальта. Современные перспективные катализаторы 
представляют собой высокопористые структуры, в которые внедрены металлические час-
тицы кобальта с размером порядка десятка микрон [10–14]. Расстояние между микрочас-
тицами существенно превосходит их диаметр. В этом случае использование гомогенной 
модели для описания процессов тепло и массопереноса внутри каталитической частицы не 
корректно. 
Основная цель работы – создать методику расчета температуры локальных центров 
реакции и оценить уровень температуры, начиная с которой происходит потеря тепловой 
стабильности гранулы катализатора синтеза Фишера – Тропша.  
 Экзотермические реакции синтеза приводят к перегреву активных центров по срав-
нению с температурой продуктов синтеза. Высокая температура центров реакции ухудша-
ет состав продуктов синтеза и увеличивает мощность тепловыделений. Неконтролируе-
мый рост тепловыделений может спровоцировать аварию с тяжелыми последствиями. По-
казания температуры внутри реакторной трубки фиксируют температуру продуктов син-
теза или температуру поверхности частиц катализатора, которая может быть существенно 
ниже, чем температура центров реакции. Разработка математической модели процессов 
тепло и массопереноса внутри пористой гранулы катализатора с локальными дискретны-
ми центрами реакции является актуальной задачей.  
Следует отметить принципиальную сложность проблемы, рассматриваемой в данной 
работе. В гомогенном приближении расчет температуры и концентрации внутри гранулы 
осуществляется на основе хорошо апробированных методик численного итерационного 
решения системы нестационарных уравнений теплопроводности и диффузии с источни-
ками и стоками, равномерно распределенными в объеме гранулы. В случае дискретных 
центров реакции методики расчета разработаны в существенно меньшей степени. Напри-
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мер, в [15] для нелинейного уравнения типа «реакция-диффузия», моделирующего неко-
торые химические реакции, происходящие в зерне внутри твердого пористого катализато-
ра, изучен эффект строгой локализации решения в объеме катализатора. В [16] рассмотрен 
локальный сферический источник тепловыделения с заданной температурой.  
Сложность изучаемой в работе задачи заключается в том, что температура и концен-
трации абсорбированных газов на активных центрах реакции неизвестны. Температура и 
концентрация синтез-газа на выделенном активном центре зависят от граничных условий 
гранулы и коллективного теплового и концентрационного влияния всех остальных цен-
тров. В нашей работе впервые предложена модель для расчета стационарной температуры 
гранулы катализатора с локальными центрами реакции. Расчет температуры активных 
центров реакции основан на идее самосогласованного поля (см, например, [17, 18]). Вна-
чале считается, что мощности тепловыделения центров реакции известны. На основе най-
денного аналитического решения, описывающего распределение температуры внутри 
гранулы, рассчитывается средняя температура центров реакции, которая затем подставля-
ется в формулу тепловыделения. Полученная система трансцендентных алгебраических 
уравнений преобразуется к системе обыкновенных дифференциальных уравнений релак-
сационного типа и решается численно до достижения стационарного состояния [19, 20].  
 Основная цель этой статьи – продемонстрировать качественные отличия в результа-
тах расчета распределения температуры в гомогенном приближении и в случае модели с 
локальными активными центрами экзотермической химической реакции. Здесь представ-
лены результаты расчетов температуры с одним активным центром и температуры систе-
мы активных центров, расположенных на произвольном диаметре сферической гранулы. 
Рассматривается только уравнение для температуры гранулы с источником экзотермиче-
ской химической реакции в приближении Аррениуса. Концентрация синтез-газа внутри 
пористой гранулы считается постоянной и совпадающей с концентрацией в реакторной 
трубке. Мы рассматриваем сравнительно небольшое число (порядка десятка) активных 
центров на диаметре гранулы. Поэтому суммарную массу кобальта в грануле мы распре-
деляем в ограниченном числе центров.  
Сопоставление с результатами расчетов по гомогенной модели, в которой синтез 
происходит в любой точке объема катализатора, иллюстрирует принципиальное отличие 
от модели с дискретными центрами реакции. Отметим, что в рамках гомогенного описа-
ния невозможно объяснить недавно открытое явление температурного гистерезиса в гете-
рогенном катализе [21].  
1. Основные уравнения 
Мы рассматриваем гранулу катализатора синтеза искусственной нефти для техноло-
гии Фишера – Тропша. Внутри пористой сферической гранулы диаметром 
grd  на произ-
вольном диаметре в точках 
 
0
i
r  расположены активные центры – микрочастицы кобальта. 
Размер микрочастиц кобальта существенно меньше диаметра гранулы, поэтому центры 
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реакции моделируем как точечные источники тепла. Уравнение для температуры гранулы 
 gr ,T tr  с учетом химической реакции, проходящей на активных центрах, имеет вид  
     
0
gr
gr gr gr gr FT Co CO gr 0
1
N
i
i
T
c T Q m T
t 

       

 r r  . (1) 
Здесь 
FTQ  – тепловой эффект реакции, 0N  – число активных центров,  CO grT  – 
эмпирическая функция, описывающая скорость расходования СО в результате синтеза 
(см., например, [22]), 
Com  – масса кобальта в грануле, gr gr gr, ,c   – плотность, теплоем-
кость и коэффициент теплопроводности пористой гранулы,   r  – трехмерная дельта-
функция Дирака.  
 
Рис. 1. Гранула с точечными активными центрами, расположенными вдоль диаметра. Показана система 
координат  
 
Конкретный вид функции  CO grT  будет приведен ниже. Сферическую систему ко-
ординат располагаем так, чтобы ось z  проходила вдоль диаметра с активными центрами 
(рис. 1).  
Граничное условие на поверхности гранулы описывает теплообмен с окружающей 
средой и имеет вид  
  
gr
gr
gr
gr 0 gr 2
2
d
d
T
T T
r



   
 r
r
 .  (2) 
Здесь 
0  – коэффициент теплоотдачи, T  – температура внутри трубки.  
Переходим к безразмерным переменным. Безразмерную температуру определяем 
как  grT T T   . Временной масштаб задаем как характерное время прогрева гранулы 
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 
2
0 gr gr2t d   ( gr gr gr grc   – коэффициент температуропроводности гранулы). Без-
размерное время равно  
2
0 gr gr 2t t t d    . В качестве пространственного масштаба 
выбираем радиус гранулы, тогда безразмерная координата равна 
gr2r d . Эмпирическая 
функция, описывающая скорость расходования оксида углерода  CO pT , заимствована 
из [22] и в безразмерных переменных имеет вид  
  CO 0 2
0
exp
1
1 exp
1
a
p
b
E
T a
b E


 
 
 
  
   
  
  
 .  
Здесь ,a bE E  – энергии активации процессов синтеза и десорбции СО с активного 
центра, 
0a aE E R T

 , 0b bE E R T

  – безразмерные энергии активации, 0 0,a b  – эмпириче-
ские функции, зависящие от концентрации СО и Н2,  0 0 exp aa a E   ,  0 0 exp bb b E    – 
безразмерные величины, 
0R  – универсальная газовая постоянная.  
Записываем уравнение для температуры гранулы (1) с точечными источниками ре-
акции в безразмерном виде 
    
0
0 0
1
4
N
i i
i

     

 η η  . 
Здесь    0 0 gr2
i i
dη r  – безразмерные координаты активных центров, 
 
0
i
  – безразмер-
ная мощность тепловыделения  
  
    
     
0 0
0 0 2
0 0 0
exp 1
4
1 exp 1
i i
ai
i i
b
E
b E

 
  
   
   
 
 , 
 
 
FT Co 0
0
gr gr
exp
2
aQ m a E
T d



 

 , (3) 
где     0 0i i  η  – безразмерные температуры активных центров реакции.  
Граничное условие (2) в безразмерном виде переписываем как 
0
1
0

 
   
  η
 , 
где  0 0 gr gr2d    – безразмерный коэффициент теплоотдачи.  
2. Стационарное распределение температуры внутри гранулы 
Стационарное распределение температуры внутри гранулы с точечными центрами 
реакции рассчитываем по уравнению  
    
0
0 0
1
4 0
N
i i
i
      η η  . 
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Распределение температуры внутри гранулы является суммой распределений темпе-
ратуры от каждого источника тепла 
      
0
0
1
N
i i
i
  η η η  . 
Здесь 
    0i i η η  – распределение температуры в точке с радиус-вектором η  от ис-
точника, расположенного в точке с радиус-вектором  0
i
η . 
Идея метода самосогласованного поля заключается в следующем. Вначале считаем 
заданными постоянные мощности тепловых источников внутри гранулы  0
i
 . Распределе-
ние температуры, создаваемое источником, находящимся в точке 
 
0
i
η , находим как реше-
ние следующей задачи  
       0 04 0i i i     η η  , 
 
 
0
1
0
i
i

 
      η
 . (4) 
Решение задачи (4) есть сумма двух компонент  
               0 1 0 2 0i i i i i i  η η η η η η  . (5) 
Первое слагаемое суммы (5)     1 0i i η η  – решение неоднородного уравнения в без-
граничном пространстве с точечным источником (см., например, [23]) 
    
 
 
 
      
0 0
1 0
2
2
0
0 02 cos
i i
i i
i
i i
 
  
      
η η
η η
 , 
где   – полярный угол отклонения вектора η  от оси z  (см. рис. 1). 
Второе слагаемое в сумме (5)     2 0i i η η  является решением уравнения Лапласа 
    2 0 0i i η η  . 
Вследствие выбранной системы координат (см. рис.1) оператор Лапласа не зависит 
от азумутального угла  . Общий вид решения уравнения Лапласа имеет вид [23] 
        2 0
0
cos
i i i n
n n
n
A P


   η η  , 
где 
 i
nA  – коэффициенты, которые определяем из граничного условия (4),  nP x  – поли-
номы Лежандра.  
Решение задачи (4) записываем как  
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    
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Раскладываем полученное решение вблизи поверхности частицы  0
i
   . Используя 
формулу для производящей функции полиномов Лежандра, получаем 
      
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η η  . 
Подстановка последнего выражения в граничное условие задачи (4) приводит к зна-
чению коэффициентов разложения  
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1ni i i
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A
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 . 
Общее распределение температуры, создаваемое всеми источниками, равно  
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
     
    . 
Из формулы видно, что распределение температуры линейно зависит от мощности 
источников тепла на активных центрах. Далее в соответствии с идеей самосогласованного 
поля мы осредняем известную температуру по объему активных центров и найденное зна-
чение подставляем в формулу для тепловыделения (3). В результате получаем систему 
уравнения для средней температуры активных центров реакции.  
2.1. Осреднение по объему активного центра 
На рис. 2 показаны активные центры внутри гранулы катализатора. Расчет интеграла 
по объему активного центра проводим с учетом малости отношения диаметров центра Cod  
и гранулы             . 
Переписываем распределение температуры в объеме гранулы в виде  
  
 
 
        
0 0
00
0 0
1 1 0 00
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cos
iN N n
i i n
ni
i i n
n
P
n


  
 
      

  η
η η
 . (6) 
Находим температуру осредненную по объему активного центра с координатой 
 
0
j
η   
   
0
0
0
1
d
j
V
V
V
   η  . 
Здесь 
0V  – объем активного центра, dV  – обозначает элемент объема активного 
центра.  
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Рис. 2. Локальная система координат для осреднения температуры по объему активного центра  
 
Вычисляем интеграл по объему активного центра с координатой  
0
j
η . Полярный 
угол, под которым виден активный центр, мал     и cos 1 ,  1 1nP  . Вследствие ма-
лости диаметра активного центра по сравнению с расстояниями между центрами можно 
во втором слагаемом в правой части формулы (6) положить 
   
0 0
j j  η η η η . В этом слу-
чае осреднение по объему гранулы второго слагаемого в формуле (6) равно  
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 . 
Вычисляем интеграл по объему сферического центра от первого слагаемого в правой 
части формулы (6)  
 
   
00 0 0
1 d
j i
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
η η η
 . (7) 
В формуле (7) выделяем два различных выражения. Первое выражение описывает 
вклад в температуру активного центра при совпадении координат 
   
0 0
i j
η η . Это соответ-
ствует единственному активному центру в грануле (см. рис. 2 (а)). Для единственного ак-
тивного центра расчет интеграла осуществляем следующим образом  
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 . 
Для несовпадающих координат центров 
   
0 0
i j
η η  (см. рис. 2 (б)) записываем соот-
ношение между векторами 
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i j i    η η η η η . Осреднение по объему центра в форму-
ле (7) проводим при условии, что 
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Собирая полученные результаты, находим температуру активного центра, выражен-
ную через общее распределение температуры внутри гранулы 
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  ,        . (8) 
Мощности источников находим по формулам (3). Таким образом, мы получаем сис-
тему трансцендентных алгебраических уравнений для расчета температуры активных цен-
тров.  
2.2. Решение системы нелинейных уравнений методом установления 
Система трансцендентных алгебраических уравнений (3), (8) решается методом ус-
тановления путем сведения к системе обыкновенных дифференциальных уравнений 
(ОДУ) релаксационного типа  
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Здесь 0 – релаксационный параметр, выбираемый из условия устойчивости алго-
ритма решения ОДУ.  
Метод решения системы трансцендентных алгебраических уравнений путем сведе-
ния к системе ОДУ является эффективным приемом, позволяющим получить корни ис-
ходной алгебраических системы уравнений, устойчивые к малым возмущениям (см., на-
пример, [19, 20, 23]).  
3. Гомогенная модель 
В гомогенной модели химическая реакция происходит в каждой точке объема грану-
лы. Уравнение для температуры гранулы в этом случае имеет вид 
  gr Cogr gr gr gr FT CO gr
gr
T m
c T Q T
t V

     

 , (9) 
где 
grV  – объем гранулы катализатора.  
Вследствие сферической симметрии нестационарное уравнение (9) решается в ин-
тервале 
gr0 2r d  . Граничное условие на поверхности гранулы совпадает с формулой 
(2). В центре гранулы ставим условие симметрии  
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r




 . (10) 
Стационарное распределение температуры находим путем интегрирования задачи 
(9), (2), (10) неявным методом с итерациями. 
4. Результаты расчетов 
Вследствие особенностей технологии изготовления миллиметровых пористых гра-
нул катализатора с внедренным дисперсным металлическим кобальтом, расположить 
микрочастицы в строго определенных точках гранулы невозможно. Поэтому при модели-
ровании гранулы с активными центрами реакции, распределенными вдоль диаметра гра-
нулы, координаты центров являются случайными. В дальнейшем координаты микрочас-
тиц считаем случайными числами, равномерно распределенными в интервале 
 
0 gr0, 2
i
r d   .  
В расчетах используем значения констант химической кинетики синтеза из [22]. 
Концентрации СО и Н2 в расчетах принимаем постоянными и равными концентрации 
синтез-газа в реакторной трубке. Это приближение соответствует быстрой диффузии реа-
гентов внутри пористой частицы катализатора. Расчет проводим без учета жидких про-
дуктов – «сухой катализатор». Расход синтез газа равен 3000 ч-1. Коэффициент теплоотда-
чи оцениваем по проходному сечению слоя катализатора с порозностью 0.6. Частицы ка-
тализатора представляют собой цилиндры диаметром 3 мм и высотой 2мм. Радиус эффек-
тивной сферы рассчитываем по объему катализатора. Теплофизические свойства СО и Н2 
и коэффициенты диффузии определяем в соответствии с рекомендациями [24]. Массовая 
доля кобальта в грануле достигает 18%. Коэффициент теплопроводности гранулы катали-
затора равен 4 Вт/(м К).  
Для реакций синтеза с экзотермическими химическими реакциями существует кри-
тическая температура, превышение которой приводит к потере тепловой стабильности. В 
результате наблюдается существенный перегрев активных центров гранулы по сравнению 
с температурой в трубке реактора.  
В настоящее время о потере тепловой стабильности судят по показаниям термопар, 
находящихся на поверхности гранул. Результаты расчетов в рамках модели дискретных 
центров реакции свидетельствуют, что температура на поверхности гранулы не дает ис-
тинной информации о локальных температурах активных центров реакции. 
Ниже критической температуры в реакторной трубке T  активные центры перегреты 
по сравнению с температурой в трубке реактора незначительно – порядка нескольких гра-
дусов. Превышение температурой синтез-газа в объеме реакторной трубки критического 
значения приводит к резкому увеличению температуры активных центров. Эта ситуация 
является аварийной и может привести к тепловому взрыву реактора.  
Для выбранных параметров реактора обнаружено, что существенный перегрев ак-
тивных центров начинается с температуры        . На рис. 3 показано распределение 
безразмерной температуры гранулы с одним активным центром. Видно, что пик темпера-
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туры локализован в районе расположения активного центра. Температура активного цен-
тра достигает значения        , что существенно выше температуры в реакторной 
трубке.  
 
Рис. 3. Распределение безразмерной температуры в сечении гранулы, проходящем через единичный 
активный центр 
 
Рис. 4 иллюстрирует распределение температуры вдоль диаметра с одним активным 
центром. Видно, что температура активного центра заметно превышает температуру по-
верхности гранулы, которая близка к температуре внутри реактора.  
 
Рис. 4. Распределение температуры вдоль диаметра, на котором расположен активный центр (сплошная 
кривая), размер активного центра показан штриховой линией  
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Для активных центров, расположенных случайным образом на диаметре гранулы, 
распределение безразмерной температуры в объеме гранулы показано на рис. 5. Рис. 6 
представляет результаты расчетов температуры активных центров. Видно, что перегревы 
центров реакции заметно выше, чем температура вне гранулы. В то же время, как следует 
из рис. 7, перегревы поверхности гранулы существенно ниже, чем активных центров. Ха-
рактерный размер пограничного слоя температуры вблизи активного центра порядка его 
диаметра. Для малых значений размеров активных центров       рис. 7 дает представ-
ление о распределении температуры в объеме гранулы и в окрестности активных центров.  
 
Рис. 5. Распределение температуры в сечении гранулы, проходящем через активные центры  
 
Рис. 6. Температуры активных центров на диаметре гранулы 
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Рис. 7. Распределение температуры вдоль диаметра с активными центрами (1), Распределение температуры 
вдоль диаметра, перпендикулярного диаметру с активными центрами (2)  
 
Таким образом, мы видим, что для прогнозирования аварийной ситуации в реакторе 
синтеза знание температуры только на поверхности гранул недостаточно.  
Ситуация качественно меняется для гомогенной модели катализатора. В этом случае 
существует однозначная связь между температурой поверхности гранулы и температурой 
в объеме (см. рис. 8). Отметим, что для гомогенной модели существенный перегрев объе-
ма катализатора начинается при более высокой температуре        .  
 
Рис. 8. Распределение температуры внутри гранулы в гомогенном приближении 
1 
2 
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Заключение 
Разработана модель гранул катализатора с локальными центрами реакции. Расчет 
температуры активных центров реализован методом самосогласованного поля. Показано, 
что начиная с критической температуры синтез-газа, поступающего внутрь пористой гра-
нулы, происходит существенный перегрев центров реакции. Вследствие локализации цен-
тров объем гранулы и ее поверхность перегреты существенно меньше. Перегрев центров 
реакции приводит к заметному ухудшению состава продуктов синтеза, а неуправляемый 
рост мощности тепловыделения (тепловой взрыв) может привести к аварийной ситуации. 
Из результатов работы следует, что температура поверхности гранулы не может служить 
надежным критерием наступления аварийного режима работы реактора синтеза Фишера –
Тропша.  
Показано, что гомогенная модель, используемая в настоящее время, для расчетов те-
пловых эффектов в реакторах синтеза дает распределение температур, качественно и ко-
личественно отличающееся от результатов модели активных центров. 
Работа поддержана фондом РФФИ грант № 17-08-00376. 
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The article considers a catalyst granule with a porous ceramic passive substrate and point 
active centers on which an exothermic synthesis reaction occurs. A rate of the chemical reaction 
depends on the temperature according to the Arrhenius law. Heat is removed from the pellet sur-
face in products of synthesis due to heat transfer. In our work we first proposed a model for cal-
culating the steady-state temperature of a catalyst pellet with local reaction centers. Calculation 
of active centers temperature is based on the idea of self-consistent field (mean-field theory). At 
first, it is considered that powers of the reaction heat release at the centers are known. On the ba-
sis of the found analytical solution, which describes temperature distribution inside the granule, 
the average temperature of the reaction centers is calculated, which then is inserted in the formu-
la for heat release. The resulting system of transcendental algebraic equations is transformed into 
a system of ordinary differential equations of relaxation type and solved numerically to achieve a 
steady-state value. As a practical application, the article considers a Fischer-Tropsch synthesis 
catalyst granule with active cobalt metallic micro-particles. Cobalt micro-particles are the centers 
of the exothermic reaction of hydrocarbons macromolecular synthesis. Synthesis occurs as a re-
sult of absorption of the components of the synthesis gas on metallic cobalt. The temperature dis-
tribution inside the granule for a single local center and reaction centers located on the same 
granule diameter is found. It was found that there is a critical temperature of reactor exceeding of 
which leads to significant local overheating of the centers - thermal explosion. The temperature 
distribution with the local reaction centers is qualitatively different from the granule temperature, 
calculated in the homogeneous approximation. It is shown that, in contrast to the homogeneous 
approximation, the temperature of the granule surface with local centers cannot serve as a relia-
ble criterion for the thermal state of the synthesis centers inside the granule.  
This work was supported by RFBR grant № 17-08-00376. 
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